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1.1

Pseudoinverzne matrice i sistemi linearnih algebarskih jednacina

Neka je dat sistem m linearnih algebarskih jednacina sa realnim koeficijentima i nepoznatim
X1,X2y...yXpt

anxi+apx+...+amx, = b
anxi+apxy+...+tamx, = by
A1 X1 +amoXxy + ...+ aupXn = by

Za matricu sistema A = [a;;]mxn € R™", kolonu nepoznatih x = [x; x5 ... x,]7 i kolonu slobodnih
Clanova b = [b; by ... bm]T dati sistem moZemo zapisati i u matricnom obliku Ax = b. Prema
Kronecker-Capelli-jevoj teoremi, sistem Ax = b je saglasan ako i samo ako je rang B = rang A, gde
jeB= [aij | bj]mx(n-i—l) = [A b]

Teorema 1.1 Sistem Ax = b je saglasan ako i samo ako je AA() b = b, gde je A() proizvoljan
{1}-inverz matrice A.

Dokaz. <: Ako je AAW b =b, onda je AW p resSenje sistema.

=-: Neka je xo reSenje sistema Ax = b, tj. neka vaZi da je Axp = b. Imamo da je b = Axg =
(AADA)xg = (AAMD)Axg = AAW b [

Teorema 1.2 Ako sistem Ax = b ima reenje, onda je ono oblika x = AV b+ (1, — AV A) y,
gde je y € R™! proizvoljna matrica.

Dokaz. <: DokaZimo da je za proizvoljnu matricu y € R"™*! sa x =AM b+ (I, —A(l)A) y dato
reSenje jednacine Ax = b. Na osnovu prethodne teoreme vazi da je

Ax=AADb+ (1, —AVA) ) =AAD b+ Ay—AAVAy=b+Ay—Ay=0.
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=: Neka je xo reenje sistema Ax = b. DokaZimo da postoji matrica y € R"*! takva da je xg =
AW p 4 (1,—AW A)y. 1z Einjenice da je Axg = b, za y = xo dobijamo da je

X0 = A(l) b+ xo —A(I)AXO.

Teorema 1.3 VaZi da je rang A = rang B ako i samo ako je AA() b = b, gde je B=[A | b].

Dokaz. Ova teorema je spoj Kronecker-Capelli-jeve teoreme i teoreme 1.1.

IzveSéemo dokaz i direktno. Podsetimo se, za matricu A postoje regularne matrice P i Q reda
Ir
0|0
P i Q su proizvodi elementarnih matrica reda m, odnosno n, koje uspostavljaju ekvivalenciju
izmedu matrica A i E,, gde je I, jedinicna matrica i r rang matirce A. Uz to, matrica oblika

I. | Xi
X =
Q [ X2 | X3

tiparx (m—r), (n—r)xri(n—r)x (m—r),jeste {1}-inverz matrice A. Prema tome, imamo

(1) _ p—1 5, | O -1 I, | X _ p-1 I, | Xy
AAD = p [@ ©]Q Q[& x| P=P" 5 P

Dalje je jednakost AAW b = p ekvivalentna sa P~ [ é) g ] Pb = b. MnoZenjem navedene

m, odnosno n, takve da vazi da je PAQ = E, = { ] normalna forma matrice A. Matrice

} P, gde je I, jedini¢na matrica reda r, a X1, X i X3 proizvoljne matrice redom

I | Xi

matri¢ne jednakosti sa leve strane sa matricom P dobijamo [ ol o

} Pb = Pb. Uvodenjem
smene ¢ = Pb = [21] ,gdejece R™ ¢ e R ¢y € R%1 dobijamo
2
I, ‘ X c | _ | a+Xiea | | c
O ‘ 0) (6 - O a (&) ’

$to je ekvivalentno sa Cinjenicom da je ¢; = ©. ZakljuCujemo da je rang B = rang [A | b] =
rang (P[A | b]) =rang [PA | Pb] =rang [PA | c] =rang (PA) = rang A. [

Zadatalk 1.1 Ispitati da li sistem linearnih algebarskih jednacina

X1 +2x4+3x3 = 1
dx1+5x+6x3 = 2
Tx1+8x+9x3 = 3

ima reSenje. Zatim ga resiti koriste¢i pseudoinverzne matrice.

1 2 3
Resenje. Matrica sistema je matrica A = | 4 5 6 |, kolona nepoznatih je x = [x; x» x3]7, a
7 8 9

kolona slobodnih ¢lanova b = [1 2 3]7. Matri¢ni oblik datog sistema je

1 2 3 X1 1
4 5 6 X2 =
7 8 9

X3

[SSIN \S)
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U zadatak 0.2 u materijalima iz Pseudoinverznih matrica smo se bavili odredivanjem {1}-inverza

1 0 0 1 -2 1
matrice A. Pokazali smo da je rang A =2 i da za matrice P = % —% 011Q9g=10 1 -2
1 -2 1 0 0 1
1 00 1 0|y
vazidajePAQ=|0 1|0 idajeA(l):Q 0 1|y, | P.Naosnovuteoreme 1.1 sistem
0 0]0
1 0|y
ima redenje ako i samo ako je AA() b = b. Imamo daje AA() =P~1 | 0 1|y, | P. Inverzna
0 0] O
1
-3 0 0 100
matrica matrice P je matrica P~! = —3 —% 1 0O|=[4 -3 0 |.Prematome, vaZi da
7 o _1 7 —6 1
_ 3 3
je
L 0|y
AAD = p 110 1|y |P
0 0] O
1 00 1 0|y 1 00
= |4 =30 0 1|wm 10
| 7 —6 1 0 0|0 1 -2 1
! 0 i 1 00
= |4 =3|4y,-3y T 10
| 7 —6[7y1— 6y 1 -2 1
[ L+ —2y i
= 4y1 =3y 1=8y1+6y2 4y =3y |,
| —L+7y1=6y> 2—14y; +12y, Ty; —6y2
odnosno da je
1+y1 —2y Vi 1
AAD D = 4y —=3y2  1—=8y;+6y: 4y —3y 2
| —1+7y1—=6y2 2—14y1+ 12y, Ty -6y, 3
[ L+yr—4y1+3y 1
= 4y1 =3y2+2—16y1+ 12y, + 121 =9y | = | 2 |,
| —1+7y1 — 6y, +4 — 28y + 24y, +21y; — 18y, 3

odakle zakljucujemo da sistem ima reSenje.

Na osnovu teoreme 1.2 imamo da je reSenje sistema oblika x = AV b+ (5 — AW A)r, za
proizvoljnu matricu ¢ € R3*!. U zadatak 0.2 u materijalima iz Pseudoinverznih matrica odredili
smo opsti oblik {1}-inverza matrice A. Ovde ¢emo izabrati jedan partikularni {1}-inverza matrice
A, zamatrice X; = [00]7, X, =[00] i X5 = [0].

1 0|0 1 -2 1 1 0|0 1 00
AV = 9.0 1|0 |-P=|0 1 -2 0 10 I -3 0
0 0|0 0 0 1 0 0|0 1 -2 1
1 -2 0 100 -3 30
_ 4 1 _ 4 1
- lo 10 i Lol=] ¢ 1o
0 00 1 -2 1 0 00
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_3 ) - _1 _5 2 0
3 3 1 3 3 3 1 2 3
VazidajeAVb=| 4 L of|2|=] 23|.AWA=| 4 L o] |45 6]|=
0 0 0] L3 0 o o0 o] L7829
(1 0 —17 1 0 0] 1 0 —1 00 1
01 2,—ADA=1]010[-]01 2|=]00 —2|i(lL-ADA)r=
|0 0 0] 00 1| 00 O 00 1
[0 0 1]
00 -2 = —2t3 , 13 € R. Prema tome,
(0 0 1]
1 1
—3 f —31th
x=AVb+(L-AVA) =] 2|+ |-25|=|2-21]|,€R
0 13 13

Zadatak 1.2 Odrediti vrednosti parametara o, 3,7 € R tako da sistem

X1+2x4+3x3 = «
4x1+5x+6x3 = B
Tx1+8x+9x3 = ¥y

ima resenje.
Resenje. Na osnovu teoreme 1.1 sistem ima reSenje ako i samo ako je AA(N ¢ = ¢, gde je A matrica

sistema, a ¢ = [o 8 ¥]”. Primetimo da su matrice sistema iz ovog i prethodnog zadatka jednake, pa
se oslanjamo na racun koji smo sproveli u prethodnom zadatku. Za partikularni {1}-inverz matrice

1 0|0
A izabran tako da je X; = [00]7, X, = [00] i X3 = [0] imamo daje AVA=P~' | 0 1|0 | P=
0 0|0
1 00 1 00 o o
0 1 0|,pajeAAWce=1| 0 1 0| |B|= B |. Zakljutujemo da ée dati
-1 2 0 -1 2 0 Y —a+2p
sistem biti saglasan ako za parametre o, f i yvazidaje y=—o+2B i, B € R.

Najbolje aproksimativno re§enje sistema linearnih algebarskih jednacina

U slucaju kada sistem A x = b nije saglasan razmatramo aproksimativno reSenje. Npr. jedno takvo
reSenje moZemo dobiti minimizacijom euklidske norme rezidualnog vektora r = Ax — b, koji u
slucaju nesaglasnog sistema nije jednak nuli.

Preciznije, skup svih matrica R"*! obrazuje vektorski prostor nad poljem R u odnosu na
binarnu operaciju sabiranje matrica i spoljaSnju operaciju mnoZenje matrica skalarom. U datom
vektorskom prostoru mozemo definisati :

(Vx,y GR"XI) xoy=x!-y.

Odnosno, za x = [x; x3 ... x,)T iy =[y1 y2 ... y»]T imamo da je
Y1
Y2
xoy:[xl X ... x,,] : =X1-y1+x2-y2+...+Xy" V.

Yn
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matrice x € R"*! defini§emo sa:

(Vx € R™Y) ||x]] = Vxox = Val -x.

Zax=[x; xa ... x,)7 imamo da je:

ol = /2 23+ a2,

Datu normu nazivamo . Kako traZimo ono reSenje sistema Ax = b za koje
je euklidska norma vektora r = A x — b najmanja, dati problem nazivamo
. Odgovarajuce resenje nazivamo

Definicija 1.1 Srednje kvadratno reenje sistema Ax = b je matrica xo € R"*! za koju vazi:
(Vx e R ||Axo—b|| < ||Ax—b]|.

Ukoliko sistem Ax = b ima reSenje onda ono jeste i srednje kvadratno reSenje. Pokazimo sada
da svaki sistem ima srednje kvadratno reSenje.

Lema 1.1 Vazidaje (Ax—AAU3b) o (AAI b—b) =0.

Dokaz. 1z definicije skalarnog proizvoda sledi da je

<Ax—AA(173>b) o (AA“@b—b) - (Ax AA) b)T <AA (13)p _ b)

- (Ax AA”b) ( )b
= (A (ea00)) (a4 )0
_ (x A<13>b) AT (AA“»”—I,,,) b.
Dalje imamo da je
AT (AAUY = p,) = ATAANY) AT = AT (AA(1’3))T7AT

— g7 <A(1,3)>TAT_AT _ <AA(1,3)A)T_AT

= AT AT = Q.

Zamenom u prethodnu jednacinu dobijamo da je (Ax —AA3) b) o (AA(173) b— b) =0. |

Lema 1.2 Vazi daje [|[Ax—b||> = |[Ax—AA3 b||* +||AA03 b —p| .

Dokaz. Na osnovu prethodne leme imamo da je
2
lAx—b|? = Ax—AA(l’S)b—i—AA(l’”b—bH

2 2
_ AfoA(lﬁ)bH 42 (Ax—AA(M) b) o (AA(1’3)bfb) n ‘ ’AA(”)bfbH

2 2
_ Ax—AA“"”bH +HAA(173)b—bH .
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Teorema 1.4 Norma ||Ax — b|| je najmanja za x = A(13) b,

Dokaz. Na osnovu prethodne leme vaZi da je ||[Ax — b||> = HAx—AA(M) b| ‘2 + HAA(1’3)b—b} |2.
Norma ||[Ax — b|| je najmanja ako i samo ako je |‘Ax—AA(1’3)b| ‘2 = 0, odnosno ako i samo
ako je Ax —AA3) b = O, tj. ako i samo ako je Ax = AAUD b, Za x = A3 b vazi da je
Ax=AAI)p, u

Teorema 1.5 Neka je data matrica A € R™*". Ako je matrica X € R"*" takva da za svaku
matricu b € R™! vazi da je norma ||A (X b) — b|| najmanja, onda je X {1,3}-inverz matrice A.

Dokaz. Kako je norma ||A (X b) — b|| najmanja za svaku matricu b € R"*!, na osnovu prethodne
teoreme vazi da je A (X b) = AA(3) b za svaku matricu b € R™*!. Prema tome, vazi daje AX =
AA3), Dalje imamo daje AXA=AAUDA =41 (AX)T = (AAU))T = AA(13) = AX. Odakle
zakljucujemo da je matrica X {1,3}-inverz matrice A. [

Teorema 1.6 Svako srednje kvadratno reSenje sistema Ax = b je oblika

x=A0p+ (L, —Aa0D4) y,

gde je y € R™! proizvoljna matrica.

Dokaz. Dokazimo da je za proizvoljnu matricu y € R*™*! sa x = AU3) p 4 (1, — A3 A) y dato
srednje kvadratno reSenje sistema Ax = b. Vazi da je

Ax=AAY b+ (1,—AVVA)y) =AAT) b4 Ay —AATI Ay =AAT) ppAy—Ay =440,

Na osnovu teoreme 1.4 imamo da je za x = AU!3) b+ (I, — A3 A) y norma ||A x — b|| najmanja, pa
jex=AU3 b4 (1, — A3 A)y srednje kvadratno reSenje sistema Ax = b. [

Zadatak 1.3 Odrediti srednje kvadratno reSenje sistema

xX14+2x+3x3 = 1
4x1+5x+6x3 = 2
Tx1+8x+9x3 = 5.

Resenje. Na osnovu zadatka 1.2 dati sistem nema resenje, jer 5 #% —1+2-2. Prema prethodnoj
teoremi opte srednje kvadratno resenje sistema Ax = b glasi x = A3 p+ (L —AUYA)r, za
proizvoljnu matricu € R3*!. Na osnovu zadatka 0.20 iz materijala Pseudoinverzne matrice imamo
da je opsti {1,3}-inverz matrice A:

12 1 100
4 1
0 0 1 1 -2 1
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Za z; = 7o = w = 0 dobijamo partikularni {1, 3}-inverz matrice A:

1 1 00
13) 4 1
0 0 1 -2 1
R RN
_ 4 1 _ 1 1
= 3 3 0= 1 3 -3
1 -2 1 0O 0 O
7 1 1
5 T3 2 1 Z
DaljejeA(1’3)b: 1 % —% 2 | =10 |.Imamoidaje
o o o]L> 0
7 1 1
6 3 2 1 23 1 0 -1
APA=| 1 L L1455 6= 1
0 0 0 7 8 9 00 O
i
1 00 1 0 —1 00 1
L-AUYAa=1010|-]01 2|=|00 -2
0 01 00 O 00 1
00 1 1 13
Prema tome vaZi da je (13—A<1’3)A>t: 0O 0 — H | =] —2t35 |1
0 0 1 13 13
% 13 %+t3
—A(13) (1,3) —
x=Al b+<13—A A)t— 0|+| -2 | =| —2s | 3R
0 13 13
Za rezidualni vektor r vazi da je:
2 1
1 2 3 2413 1 3 1 —3
r=Ax—b=|4 5 6 o | -2 =| §|-|2]= z
7 8 9 f 5 14 5 -1

1 /2) 1> V6
Norma rezidualnog vektora r je jednaka ||r|| = \/(—3) + <3> + <—3> = \3f Primetimo

jos i da je geometrijsko mesto tacaka srednje kvadratnih reSenja datog sistema prava, zadata
parametarskom jednac¢inom:

X = %—i—t,
y = _2t7
= t, teR.
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1.2.1 Normalan sistem

Definicija 1.2 sistema linearnih algebarskih jednacina Ax = b je sistem:

ATAx=ATb.

Teorema 1.7 Svako srednje kvadratno resenje xq sistema A x = b je reSenje normalnog sistema
ATAx=ATb.

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.6 svako srednje kvadratno resenje sistema Ax = b je oblika x =
AU p 4 (I,, —A(1’3)A) y, gde je y € R™! proizvoljna matrica. Vazi da je

AT Ax=AT AA0D) p 4 (ATA —ATAA(173)A) y.

Kakoje AAU A =A1AT AA1D = AT (AA03)T = AT (A1) AT = (4403 A)" = AT imamo
daje ATAx=ATb+(ATA—ATA)y=ATb. u

Vazi i obrat tvrdenja. Svako reSenje normalnog sistema A” Ax = AT b je srednje kvadratno
reSenje sistema Ax = b.
Zadatak 1.4 Za podatke
x |1 23 4
fx)[4 4 6 10

odrediti realne parametre p i ¢ u linearnoj regresiji f(x) = px+ g, tj. odrediti pravu koja najbolje
aproksimira date podatke.

Resenje. Za date podatke

vazi da je
ptqg = 4
2p+qg = 4
3p+q = 6
1

4p+q = 10.

Dati sistem linearnih algebarskih jednacina nije saglasan. Resenje prve dve jednacine sistema p =0

i ¢ = 4 ne zadovoljava druge dve jednacCine. Sistem ¢emo zapisati u matricnom obliku Ax = b, gde
je

4
: x:[”] i b= 2

q
10

B W=
e

Nas zadatak je da nademo srednje kvadratno reSenje datog sistema x = A(1:3) p 4 (12 — Al ’3)A) y.
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Za matricu A vazi

1 11 0 0 O 11 1 000
21101 00| ({1 O0]-1 100
Al = 3 1{0 01 0| |20/-10T10
| 4 1/0 0 0 1 3 0/-1 0 01
(11 1 0 0 0] 01, 2 -1 00
~ 1 0] -1 1 00| (1 0]-—1 1 00
N 00 1 =210 |JOO] 1 =210
| 0 0 2 =3 0 1 | 00, 2 -3 01
1 0| -1 1 0 0]
~ 01| 2 -1 00
N 00| 1 =210
0 0] 2 -3 0 1 |
Normalna forma matrice A je matrica
1 0
L] 101
Ez_[@}_ 0 0
00
Matrica transformacija vrsta je matrica
-1 1 00
2 -1 00
P= 1 -2 10
2 -3 01
Imamo da je
-1 1 00 -1 2 1 2 2 -3]-3 -5
ppT — 2 -1 00 0O -1 -2 3| -3 5| 4 7
N 1 -2 10 0o 0 1 0| | -3 4] 6 8
2 -3 01 0O 9 0 1 -5 7| 8 14
VaZi da je
-3 =5 6 8 6 8
SQ—[ 4 7],54—[8 14},detS4—‘ 3 14 ‘—84—64—20,

g1 L[ 8] o 1[-3 -5 7 47 1[-1 -3
4 720 -8 6|24 T 10| 4 7 -4 3| 10| 0 51|

Prema tome, {1,3}-inverz matrice A je matrica

L -1 1.0 0
I O0l% 1o 2 -1 00

(13) _ I o _ 0 10
o = Lnpss =[O0 ]| 20
2 -3 0 1
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Dalje imamo da je

11
3 11 3
hoatda—|[ VO] |70 "0 w0 w2 1) _f1L O] [1 O] 00
01 1 % 0 _% 31 0 1 00
4 1
Srednje kvadratno reSenje datog sistema je
3 L1 3 4
P _403,_| 10 "0 10 10 4 1 |2
X = =A b= | | =
q 1 ; 0 —3% 6 1
10

Primetimo da smo u ovom zadatku dobili da je razlika I, —A(13) A = Q. Ispostavlja se da to nije
slucajno. Zaista, ako je rang matrice A = [a;|ux» jednak broju kolona n (n < m), onda za {1,3}-
inverz matrice A vazi da je A(® A = I, jedinstven je i jednak je Moore—Penrose-ovom inverzu

I,
matrice A. Neka je P proizvod elementarnih matrica reda m takvih da je PA = E, = [ (S) }
mxn

normalna forma matrice A. Tada je {1}-inverz matrice A dat sa X = [I, | X;],..,, P. Imamo da
I S1 |5
S3 | S4
S4 matrice tipan X n, n X (m—n), (m—n) xni(m—n) x (m—n). Tada je {1,3}-inverz matrice
A jedinstveno odredena matrica A(1:3) = [ L, | =S -S;l } P, koja se poklapa sa odgovaraju¢im
Moore—Penrose-ovim inverzom. Prema tome, kod sistema koji nisu saglasni i kod kojih je rang
matrice sistema jednak broju promenljivih, , srednje kvadratno resenje je
jedinstveno 1 glasi x = A3 p,

Sa druge strane, srednje kvadratno reSenje sistema A x = b jednako je reSenju normalnog sistema
koji odgovara datom. Odgovarajuci normalni sistem dobijamo mnoZenjem sleva jednakosti Ax = b
sa matricom A7, tj. to je sistem AT Ax = AT b. Ako je rang matrice A jednak n, onda je i rang
matrice A” A jednak n, odnosno matrica A” A je regularna. Da bismo pokazali da je matrica AT A
regularna, dovoljno je pokazati da homogeni sistem A7 Ax = O, gde je x = [x1 x5 ... x,]T € R™!i
O nula-matrice tipa n x 1, ima jedinstveno resenje, tj. da je jedino reSenje datog sistema trivijalno
redenje x = . MnoZenjem jednacine AT Ax = QO sa leve strane sa x” dobijamo da je x” AT Ax =0,

odnosno da je (Ax)” (Ax) = 0. Ako uvedemo smenudaje Ax=y € R™! zay=1[y; ys ... yul’,

nxm

jeXA=[I,|Xi,., PP [ } =1, Nekaje S=P Pl = [ },gde su S, S, S3 i
mxn

»

dobijamo daje Yy = [y1y2 ... ym] | 72 | =y +¥3+...+y2 =0, $to je jedino moguée za
Y

yi=y2=...=y,=0,tj. zay=0. Vratanjem smene dobijamo da je Ax = Q. Dati sistem

moZemo zapisati i kao x; A +x0Ap+...+x,A), =0, gde suA|;,A|, ... A}, kolone matrice
A. Kako je rang matrice A jednak n, kolone Aj1,A|, ... A, su linearno nezavisni vektori, pa
vazi da je njihova linearna kombinacija jednaka O ako i samo ako je x; =x, = ... =x, =0, tj.
ako je x = 0. Prema tome, matrica A” A je regularna matrica, odakle sledi da je reSenje sistema
AT Ax = AT b dato sa x = (ATA)_1 AT b. Inage, {1,3}-inverz realne matrice A tipa m x n, kod
koje je n < m i &iji je rang jednak n je A1) = (ATA)f1 AT, Zaista, za {1,3}-inverz X matrice A
3
vazidaje AXA=Ai (AX)T = AX. Odakle vazidaje A 2 AxA 2 (AX)TA = XT AT A. Ako je
rang matrice A jednak broju kolona n, onda je matrica A” A regularna matrica reda n, odakle sledi
_ _I\T _I\T
daje XT =A (ATA) ' odnosno da je X = (A (ATA) 1) = ((ATA) 1) AT, PokaZimo jo$

da za proizvoljnu regularnu matricu M reda n vazi daje (M T) - (M - ) . Ako transponujemo
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jednakost MM~ = M~' M = I, dobijamo da je (M*I)T MT =Mm" (M*I)T =1I,, odnosno da je
(M -1 ) " inverzna matrica matrice M7 . Kako je inverzna matrica matrice jedinstvena imamo da je
(M) = (M~")". Prema tome, X = ((ATA)T)’1 A= (ATA) AT

Drugi na¢in da nademo srednje kvadratno reSenje sistema Ax = b je da resimo sistem A7 Ax =
AT b. Imamo da je

11
r, [1 23 4]1|2 1| _[30 10
AA_[1111 31 10 4]

41
Ty |30 10 Tl L[ 4 —10
det (A A)_‘IO 4 | =120-100 =120, (A" 4) =% | 10 30 |’

-l a4 -10)1[1 2347 [-6 22 6
(AT4) A _20[—10 30“1111 = 2 10 0 —10

-3 _1 1 3
_ 10 10 10 10
= | L

Resenje normalnog sistema je

XZ[Z]Z(ATA)”A%:[ 1

Zadatak 1.5 Za podatke
x| 01 2 3 4
f -4 -1 -1 11 20
odrediti realne parametre p, ¢ i r u kvadratnoj regresiji f(x) = px? +qx+r, tj. odrediti parabolu
koja najbolje aproksimira date podatke.

Resenje. Za date podatke

x| 0 1 2 3 4
fx)[—-4 -1 -1 11 20
vazi da je
r = —4
ptqg+r = -1
4p+2q+r = -1
9p+3qg+r = 11

l6p+4qg+r = 20.

Dati sistem linearnih algebarskih jednacina nije saglasan. ReSenje prve tri jednacine sistema r = —4,

p= —% ig= 3 ne zadovoljava poslednje dve jednacine. Sistem ¢emo zapisati u matri¢nom obliku
Ax=Db, gde je
0 01 —4
1 1 1 p -1
A= 4 2 1|, x=]g¢g i b=| —1
9 3 1 r 11
16 4 1 20



16 Poglavlje 1. Pseudoinverzne matrice

Nas zadatak je da nademo srednje kvadratno reSenje datog sistema. Srednje kvadratno reSenje
sistema Ax = b jednako je reSenju normalnog sistema A” Ax = AT b. Imamo da je

0 0 1
0 4 9 16 1 1 1 354 100 30
ATA=]10 12 3 4 4 2 1 |=1100 30 10 |,
1 1 1 1 9 3 1 30 10 5
16 4 1
12 1 o1 1 1 1
| 14 7 7 | 7 14 7 14 7
- _ 2 87 27 T T 27 13 4 27 13
(AT4) = -3 3 % | @A A=|-% -5 7 % -%»
1 27 31 3t 9 3  _1 3
7 35 35 35 35 35 7 35
ReSenje normalnog sistema je
11 1 1 1 —4 12
D . 7 4 7 4 7 —1 7
_ _ T - T _ 27 13 4 27 13 _ 6
x=|q |=@"A) Ab=| % -3 7 T -3 -1 =] -3
r 39 3 _1 3 11 _2
35 35 35 7 35 20 7

O

Ukoliko se u zadatku traZi da se za date podatke odredi eksponencijalna regresija, tj. da se dati
podaci aproksimiraju eksponencijalnom funkcijom f(x) = pe?* ili f(x) = pq*, logaritmovanjem
datih jednakosti i podataka zadatak svodimo na linearnu regresiju, In f(x) = In p + gx, odnosno
Inf(x)=Inp+Ing-x.

Napomenimo jo$§ da nam je od interesa da za neodredeni sistem A x = b odredimo ono realno
reSenje koje je minimalne norme, tj. ono resenje xo za koje vazi slede¢a implikacija:

(Vx € RN Ax = b= ||xo]| < [|x]].

MozZe se pokazati da je sistema Ax = b matrica xo = A!% b. Ukoliko
je rang matrice A jednak broju vrsta m, sistem Ax = b nazivamo i
imamo da je njegovo resenje minimalne norme dato sa xo = A" (AAT) “'b. U ovom slucaju za
{1,4}-inverz matrice A vazi da je AA(’* = I, jedinstven je i jednak je Moore—Penrose-ovom
inverzu matrice A.

sistema A x = b je srednje kvadratno reSenje minimalne norme.
MoZe se pokazati da je najbolje aproksimativno reSenje sistema Ax = b matrica xo = A" b, gde je
AT Moore—Penrose-ov inverz matrice A. Ukoliko je rang matrice A manji od min{n,m} onda je
Ax=b , matrice AT A i AAT su singularne matrice, dok {1,3}- inverz i
{1,4}-inverz matrice A nisu jedinstveno odredeni.
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